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΄Ασκηση 1. ΄Εστω E ένας διανυσµατικός χώρος υπεράνω του σώµατος K, και f : E −→ E ένας

ενδοµορφισµός του E. ΄Εστω ~x και ~y δύο ιδιοδιανύσµατα του f τα οποία αντιστοιχούν σε διαφορετικές

ιδιοτιµές του f . Αν a, b ∈ K και ab 6= 0, να δείξετε ότι το διάνυσµα a~x + b~y δεν είναι ιδιοδιάνυσµα

της f .

Λύση. Υποθέτουµε αντίθετα ότι το a~x+ b~y είναι ιδιοδιάνυσµα της f που αντιστοιχεί σε κάποια ιδιοτιµή

µ της f . Από υπόθεση τα ~x και ~y είναι δύο ιδιοδιανύσµατα της f που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές κ και

λ αντίστοιχα, µε κ 6= λ. Επειδή ab 6= 0, ϑα έχουµε a 6= 0 6= b, τότε :

f(a~x+ b~y) = µ(a~x+ b~y)

=⇒ af(~x) + bf(~y) = aµ~x+ bµ~y

=⇒ aκ~x+ bλ~y = aµ~x+ bµ~y

=⇒ (aκ− aµ)~x+ (bλ− bµ)~y = 0 ~x, ~y : γραµµικά ανεξάρτητα

=⇒ a(κ− µ) = 0 και b(λ− µ) = 0 a 6= 0 6= b

=⇒ κ− µ = 0 και λ− µ = 0

=⇒ κ = µ = λ

΄Αρα καταλήξαµε σε άτοπο αφού γνωρίζουµε ότι κ 6= λ. Συνεπώς το διάνυσµα a~x + b~y δεν είναι

ιδιοδιάνυσµα της f . 2

΄Ασκηση 2. Βρείτε τις ιδιοτιµές καθώς και τους αντίστοιχους ιδιοχώρους του πίνακα

A =

0 i i
i 0 i
i i 0

 ∈ M3×3(C).

Λύση. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι PA(λ) = −(λ+ i)2(λ− 2i) και άρα έχουµε τις ιδιοτιµές :

λ1 = 2i απλή και λ2 = −i πολλαπλότητας δύο. Τότε εύκολα ϐρίσκουµε ότι

V(2i) = 〈(1, 1, 1)〉 και V(−i) = 〈(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉
Το σύνολο {(1, 1, 1)} είναι ϐάση του V(2i) και επειδή το σύνολο διανυσµάτων {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)}
είναι γραµµικά ανεξάρτητο έπεται ότι αποτελεί ϐάση του V(−i). 2

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τον ακόλουθο ενδοµορφισµό του R-διανυσµατικού χώρου R3
:

f : R3 −→ R3, f(x, y, z) = (x− y, x+ y, y − z)
Να ϐρείτε τις ιδιοτιµές του f καθώς και τους αντίστοιχους ιδιοχώρους.
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Λύση. Βρίσκουµε πρώτα το πίνακα της f στη κανονική ϐάση B = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} του

R3
. ΄Εχουµε :  f(1, 0, 0) = (1, 1, 0)

f(0, 1, 0) = (−1, 1, 1)
f(0, 0, 1) = (0, 0,−1)

=⇒ Μ(f)BB =

1 −1 0
1 1 0
0 1 −1


Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Μ(f)BB είναι

Pf (λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −1 0

1 1− λ 0
0 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (−1− λ)
∣∣∣∣1− λ −1

1 1− λ

∣∣∣∣ = (−1− λ)(λ2 − 2λ+ 2)

΄Αρα η f έχει ιδιοτιµή µόνο την λ = −1 µε αλγεβρική πολλαπλότητα ένα, δίοτι το πολυώνυµο

λ2 − 2λ + 2 δεν έχει πραγµατικές ϱίζες. Για τον ιδιόχωρο V(−1) λύνουµε το παρακάτω οµογενές

σύστηµα: 2 −1 0
1 2 0
0 1 0

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒ x = y = 0 και z ∈ R

Εποµένως έχουµε :

V(−1) =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x = y = 0 και z ∈ R

}
=

{
(0, 0, z) ∈ R3 | z ∈ R

}
= 〈(0, 0, 1)〉

και άρα το σύνολο {(0, 0, 1)} αποτελεί ϐάση του ιδιοχώρου V(−1). 2

΄Ασκηση 4. Βρείτε τις ιδιοτιµές και τους αντίστοιχους ιδιοχώρους του πίνακα

A =

2 1 1
2 3 2
1 1 2

 ∈ M3×3(R).

Λύση. Βρίσκουµε πρώτα το χαρακτηριστικό πολυώνυµο. ΄Εχουµε :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ 1 1

2 3− λ 2
1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ Γ1→Γ1+Γ2+Γ3

∣∣∣∣∣∣
5− λ 5− λ 5− λ

2 3− λ 2
1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = (5− λ)

∣∣∣∣∣∣
1 1 1
2 3− λ 2
1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣
Σ2→Σ2−Σ1

Σ3→Σ3−Σ1
(5− λ)

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
2 1− λ 0
1 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (5− λ)(1− λ)2

΄Αρα οι ιδιοτιµές είναι λ1 = 5 πολλαπλότητας ένα και λ2 = 1 πολλαπλότητας δύο. Για τον ιδιόχωρο

V(5) λύνουµε το παρακάτω σύστηµα:−3 1 1
2 −2 2
1 1 −3

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒

 −3x+ y + z = 0
2x− 2y + 2z = 0
x+ y − 3z = 0

΄Εχουµε :−3 1 1
2 −2 2
1 1 −3

 Γ1↔Γ3//

 1 1 −3
2 −2 2
−3 1 1

 Γ2→Γ2−2Γ1

Γ3→Γ3+3Γ1

//

1 1 −3
0 −4 8
0 4 −8

 Γ3→Γ3+Γ2//

1 1 −3
0 −4 8
0 0 0


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Από τις εξισώσεις x+ y − 3z = 0 και −4y + 8z = 0 έπεται ότι x = z και y = 2z. Εποµένως

V(5) = {(x, y, z) ∈ R3 | x = z και y = 2z} = {(z, 2z, z) ∈ R3 | z ∈ R} = 〈(1, 2, 1)〉
και άρα το σύνολο {(1, 2, 1)} αποτελεί µια ϐάση του ιδιοχώρου V(5). Για τον ιδιόχωρο V(1) έχουµε

το ακόλουθο σύστηµα: 1 1 1
2 2 2
1 1 1

xy
z

 =

0
0
0

 =⇒ x = −y − z

και άρα

V(1) = {(x, y, z) ∈ R3 | x = −y − z} = {(−y − z, y, z) ∈ R3 | y, z ∈ R} = 〈(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)〉
Αφού τα διανύσµατα (−1, 1, 0), (−1, 0, 1) είναι γραµµικά ανεξάρτητα έπεται ότι µια ϐάση του ιδιοχώρου

V(1) είναι το σύνολο {(−1, 1, 0), (−1, 0, 1)}. 2

΄Ασκηση 5. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι του πίνακα

A =

1 2 −1
1 0 1
4 −4 2

 ∈ M3×3(R).

Λύση. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι : PA(λ) = (2 − λ)(λ2 − λ + 6). Η µόνη πραγµατική

ιδιοτιµή είναι λ = 2 διότι το πολυώνυµο λ2 − λ+ 6 έχει αρνητική διακρίνουσα, και εύκολα ϐρίσκεται

ότι V(2) = 〈(1, 1, 1)〉. 2

΄Ασκηση 6. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι του ενδοµορφισµού

f : R2[t] −→ R2[t], P (t) 7−→ f(P (t)) = P (t)− P ′(t) .

Λύση. Αφού R2[t] = 〈1, t, t2〉, τότε ο πίνακας της f στη ϐάση B = {1, t, t2} του R2[t] είναι ο

ακόλουθος : f(1) = 1− 0 = 1 = 1 · 1 + 0 · t+ 0 · t2
f(t) = t− 1 = (−1) · 1 + 1 · t+ 0 · t2
f(t2) = t2 − 2t = 0 · 1 + (−2) · t+ 1 · t2

=⇒ Μ(f)BB =

1 −1 0
0 1 −2
0 0 1


Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του Μ(f)BB είναι

Pf (λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ −1 0

0 1− λ −2
0 0 1− λ

∣∣∣∣∣∣ = (1− λ)3

΄Αρα η f έχει ιδιοτιµή την λ = 1 µε αλγεβρική πολλαπλότητα τρία. Για τον ιδιόχωρο V(1) λύνουµε

το παρακάτω οµογενές σύστηµα:0 −1 0
0 0 −2
0 0 0

ab
c

 =

0
0
0

 =⇒ b = c = 0 και a ∈ R

Εποµένως έχουµε :

V(1) =
{
a+ bt+ ct2 ∈ R2[t] | b = c = 0 και a ∈ R

}
=

{
a | a ∈ R

}
= 〈1〉

και άρα ϐάση του ιδιοχώρου V(1) αποτελούν τα σταθερά πολυώνυµα. 2
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΄Ασκηση 7. Αν λ είναι µια ιδιοτιµή ενός ενδοµορφισµού f : E −→ E ή ενός πίνακα A ∈Mn×n(K),
να δείξετε ότι το λm είναι ιδιοτιµή του ενδοµορφισµού fm ή του πίνακα Am

αντίστοιχα, ∀m ≥ 1. Ποιά

είναι η σχέση των ιδιοχώρων Vf (λ) και Vfm(λm) ή των ιδιοχώρων VA(λ) και VAm(λm) αντίστοιχα ;

Λύση. ΄Εστω λ µια ιδιοτιµή ενός ενδοµορφισµού f : E −→ E. ΄Αρα υπάρχει διάνυσµα ~0 6= ~x ∈ E

έτσι ώστε f(~x) = λ~x. Τότε :

f2(~x) = f(f(~x))

= f(λ~x)

= λf(~x) f : γραµµική απεικόνιση

= λλ~x

= λ2~x

και άρα το λ2
είναι ιδιοτιµή της f2

αφού ~x 6= ~0. Συνεχίζοντας τη παραπάνω διαδικασία, δηλαδή

συνθέτοντας ξανά µε την f , καταλήγουµε στη σχέση : fm−1(~x) = λm−1~x (∗). Εποµένως, έχουµε :

fm(~x) = f(fm−1(~x))
(∗)
= f(λm−1~x) = λm−1f(~x) = λm−1λ~x = λm~x

Συνεπώς το λm είναι ιδιοτιµή του ενδοµορφισµού fm. ΄Εστω ~x ∈ Vf (λ), δηλαδή f(~x) = λ~x. Τότε

fm(~x) = λm~x και άρα το διάνυσµα ~x ∈ Vfm(λm). Εποµένως : Vf (λ) ⊆ Vfm(λm). 2

΄Ασκηση 8. ΄Εστω f : E −→ E ένας ενδοµορφισµός του K-διανυσµατικού χώρου E. Αν ο f είναι

ισοµορφισµός, να δείξετε ότι το λ ∈ K είναι ιδιοτιµή του f αν και µόνον αν το λ−1
είναι ιδιοτιµή του

f−1
. Ποιά είναι η σχέση των ιδιοχώρων Vf (λ) και Vf−1(λ−1);

Λύση. ΄Εστω λ µια ιδιοτιµή της f . Τότε υπάρχει µη-µηδενικό διάνυσµα ~x ∈ E µε f(~x) = λ~x. Αφού η

f είναι ισοµορφισµός υπάρχει γραµµική απεικόνιση f−1 : E −→ E έτσι ώστε f ◦f−1 = IdE = f−1◦f .
Τότε :

f−1(f(~x)) = f−1(λ~x) =⇒ ~x = λf−1(~x) =⇒ f−1(~x) = λ−1~x

και άρα το λ−1
είναι ιδιοτιµή της f−1

µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα το ~x. Αντίστροφα, αν λ−1
είναι

ιδιοτιµή της f−1
τότε εφαρµόζοντας την f στη σχέση f−1(~x) = λ−1~x έπεται ότι f(~x) = λ~x. Συνεπώς

το λ είναι ιδιοτιµή της f µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα το ~x. Τέλος, από τα παραπάνω έπεται άµεσα ότι

Vf (λ) = {~x ∈ E | f(~x) = λ~x} = {~x ∈ E | f−1(~x) = λ−1~x} = Vf−1(λ−1)

Παρατήρηση: Να σηµειώσουµε ότι ένας ισοµορφισµός δεν µπορεί να έχει το 0 ως ιδιοτιµή. Πράγµατι,

αν 0 ∈ K είναι ιδιοτιµή της f τότε υπάρχει ένα µη-µηδενικό διάνυσµα ~x ∈ E έτσι ώστε f(~x) = 0~x = 0

και άρα ~x ∈ Ker f . ΄Οµως, η f είναι ισοµορφισµός άρα και µονοµορφισµός, δηλαδή Ker f = {~0}.
Αυτό όµως είναι άτοπο και άρα αν λ ιδιοτιµή της f , όπου f : ισοµορφισµός, τότε λ 6= 0. 2


